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Cet enseignement aborde des aspects à la fois divers et fondamentaux des
mathématiques. Il est ouvert à tous les étudiants curieux de découvrir
différentes facettes des mathématiques qui justifient que l’on s’y intéresse.

La première partie de ce cours est faite par Alain Herreman, voici son
résumé :

Elle comprend une initiation à l"axiomatique moderne" à partir des axiomes
de la Géométrie. On verra les notions de démonstration logique (sans
formalisme), de modèle d’un système d’axiomes, des preuves
d’indépendance et de non contradiction. On présentera la notion de
proposition indécidable à partir de plusieurs exemples et les théorèmes
d’incomplétudes de Gödel (sans démonstration). On introduira ensuite la
notion de décidabilité et de machines de Turing dont on expliquera les
enjeux, ainsi que la "thèse de Turing".

La seconde partie de ce cours est consacrée à des applications de la
combinatoire et de la topologie.
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La topologie est une vision moderne de la géométrie. Dans la version
classique de la géométrie, on peut bouger les objets, les retourner, mais on
ne peut pas les étirer ou les plier.

Par exemple, en topologie un beignet et une tasse sont équivalents (par
déformations continues)

18 
 

 
 

What Is Topology? 

 Formally, topology is “    s udy of   os    o    i s    s  v d by 

homeomorphisms;” t a  is,     s udy of an obj c ’s configu a ion and c a ac   is ics 

and the ways in which you can transform the object without changing the essential 

structure.17 Those types of smooth transformations that allow this preservation are 

called homeomorphisms.  A common joke in mathematics that helps to illuminate this 

process is that a topologist cannot tell the difference between a coffee cup and a donut. 

The transformation is pictured here:

 

Imagining the donut as being made out of a very stretchable and moldable 

material allows us to follow the stretching and re-forming of one object into another in 

a smooth fashion. Nowhere in the process did we break or tear the object to get to the 

next step. The object we begin and end with, regardless of whether we start with the 

coffee cup or donut, is an object with one hole and no other openings (what you might 

consider to be an opening in the coffee cup is just a new molding of the material to 

have a dip in it; this dip is just another curve in the surface and does not change the 

basic structure of the object). In topology we can look at seemingly different objects 

                                                           
17 Sue Goodman, Beginning Topology (Belmont, CA: Thomson Brooks/Cole, 2005), 19. 

Fig. 6. Donut to coffee cup transformation. Retrieved from Marcelo Coelho and Jamie 
Zigelbaum, “Shape-changing interfaces,” Personal and Ubiquitous Computing 2010, 
on October 27, 2011, http://web.media.mit.edu/~marcelo/publications/coelho-shape-
changinginterfaces.pdf 
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parmi les sujets que nous aborderons :

La formule d’Euler et quelques applications, comme

Ï La formule de Pick, qui donne l’aire d’un polygone ( à sommets entiers) en
fonction du nombre de points entiers à l’intérieur et sur le bord,

A=Ninterieur + Nbord

2
−1

Ï

Three applications of Euler's formula 69 

2. Monochromatic lines 
The following proof of a "colorful" relative of the Sylvester-Gallai theorem 
is due to Don Chakerian. 

Theorem. Given any jinite conjiguration of "black" and "white " points 
in the plane, not all on one line, there is always a "monochromatic" line: 
a line that contains at least two points of one color and none of the othel: 

Proof. As for the Sylvester-Gallai problem, we transfer the problem to 
the unit sphere and dualize it there. So we must prove: 

Gi1,en any3nite collection of "black" arzd "white" great circles on 
the unit sphere, not all passing through one point, there is always 
an intersection point that lies either only on white great circles, or 
onlv on black great circles. 

Now the (positive) answer is clear from part (C) of the proposition, since 
in every vertex where great circles of different colors intersect, we always 
have at least 4 corners with sign changes. 0 

3. Pick's theorem 
Pick's theorem from 1899 is a beautiful and surprising result in itself, but 
it is also a "classical" consequence of Euler's formula. For the following, 
call a convex polygon P C R2 elementary if its vertices are integral (that 
is, they lie in the lattice Z2), but if it does not contain any further lattice 
points. 
Lemma. Every elementary triangle A = conv{po, p, , p,) C R2 has area 
A(A) = i. 

P I +  P, -Po 
Proof. Both the parallelogram P with corners po,  p, , p,, pl + p, - po e o e  

and the lattice Z2 are symmetric with respect to the map P2 

a :  x - p 1 + p 2 - x ,  

which is the reflection with respect to the center of the segment from p, /: P I  : 
to p,. Thus the parallelogram P = A U a(A) is elementary as well, and e . .  
its integral translates tile the plane. Hence {p, - po,p2 - po) is a basis po 
of the lattice z2, it has determinant *l, P is a parallelogram of area 1, and 
A has area ,!j. (For an explanation of these terms see the box on the next 
page.) n e x e e * e e  
Theorem. The area of any (not necessarily convex) polygon Q C R2 with 
integral vertices is given by . . 

1 
A(&) = ntnt + - n b d  - 1, 2 

where nint and n b d  are the numbers of integral points in the interior 
respectively on the boundary of Q. n,,t = 11, n b d  = 8, so A = 14 Ï dans cet exemple l’aire du polygone= 11+ 8

2 −1= 14, où 11 est le nombre de
points entiers qui sont à l’intérieur et 8 est celui des points entiers sur le bord.
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INTRODUCTION

Monter que les polyèdres convexes réguliers ( platoniciens) sont exactement
les cinq polyèdres suivants :
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D’AUTRES APPLICATIONS

le principe des tiroirs (et du double-comptage)

le problème des cinq couleurs,

le théorème de l’amitié :
"dans un groupe d’individus, supposons que toute paire de personnes ait
exactement un ami commun. Alors, il y a toujours un individu, le "politicien",
qui est ami avec tout le monde."

Théorème du points fixe et son application à la théorie des jeux.

19 novembre 2015 6 / 6



D’AUTRES APPLICATIONS

le principe des tiroirs (et du double-comptage)

le problème des cinq couleurs,

le théorème de l’amitié :
"dans un groupe d’individus, supposons que toute paire de personnes ait
exactement un ami commun. Alors, il y a toujours un individu, le "politicien",
qui est ami avec tout le monde."

Théorème du points fixe et son application à la théorie des jeux.

19 novembre 2015 6 / 6



D’AUTRES APPLICATIONS

le principe des tiroirs (et du double-comptage)

le problème des cinq couleurs,

le théorème de l’amitié :
"dans un groupe d’individus, supposons que toute paire de personnes ait
exactement un ami commun. Alors, il y a toujours un individu, le "politicien",
qui est ami avec tout le monde."

Théorème du points fixe et son application à la théorie des jeux.

19 novembre 2015 6 / 6



D’AUTRES APPLICATIONS

le principe des tiroirs (et du double-comptage)

le problème des cinq couleurs,

le théorème de l’amitié :
"dans un groupe d’individus, supposons que toute paire de personnes ait
exactement un ami commun. Alors, il y a toujours un individu, le "politicien",
qui est ami avec tout le monde."

Théorème du points fixe et son application à la théorie des jeux.

19 novembre 2015 6 / 6


